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Andalucia 2023

Problema 1.

(a) Se tienen n+1 cajas idénticas con n bolas cada caja. En la primera caja hay n bolas negras; en
la segunda caja hay n-1 bolas negras y 1 bola blanca; en la tercera hay n-2 bolas negras y 2
bolas blancas y asi sucesivamente, hasta que, en la Gltima caja, hay n bolas blancas. Se toma
una caja al azar y de ella se extraen tres bolas de una vez.

(a-1) [ 4 puntos] Calcule la probabilidad de que las tres bolas sean blancas.
(a-2) [3 puntos] Suponiendo que, tras la extraccion, las tres bolas son blancas, calcule el
numero de cajas que tiene que haber para que la probabilidad de que procedan las tres bolas

A . . 2
blancas de las dos ultimas cajas, sea igual a p

(b) [3 puntos] Dos varillas, AB, BC, de igual longitud y articuladas en B, tienen fijo el extremo A.
Si el extremo C se mueve sobre la recta AC, halle la ecuacién del lugar geométrico de un punto
P, tomado en BC.

Resolucién:
Apartado (a)
(a-1) Sea: A;, 0 <i < n,elsuceso de tomar al azar la caja de lugar i+1, que contiene i bolas blancas.
X la variable aleatoria “numero de bolas blancas” de las tres extraidas simultaneamente.
Por el teorema de la probabilidad total se tiene que: P(X = 3) = Y[, P(4;).P(X = 3 |4))
Teniendo en cuenta que Vi, P(4;) = ,y que P(X =3|Ap) =P(X =3|4;)) =P(X=3]4,) =0
i n (i
Q _ i=3(3) _ {3.2.1+4.3.2+~-~+n(n—1)(n—2)} _

n - n\ — -
(3) (n+1)(3) (n+Dn(n-1)(n-2)

(n + 1) (n+1nn—1)(n—-2)
_ 4 4!

f(n+1)(g)= (n+1)n(n.—13)!(n—2) K

1 1
P(X=3)= ?=0E-P(X:3|Ai) = ?:3[

n+1)

* 1 . n l _
(*) Teniendo en cuenta que: }i- (k) = (k +1

(a-2) Aplicando el teorema de Bayes: P((Ap—1 UA)|X =3) = P((An-10A)N=3)) _

P(X=3)
-1
L(n% )+L 1 4[(n D(n-2)(n=3) 1] n—s
i (3) mH n(n-1)(n—2) — 4(T+1) _ 4(2n-3) _ 2
1/4 (n+1) (n+1) nn+1) 3

9

Resolviendo: 24n — 36 = 2n2 +2n; n2—11n+18=0; n = {2

Solucién: hay n+1=10 cajas. (tres cajas no puede ser porque seria imposible el haber obtenido 3 bolas
blancas)
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Sino se llegé al final de (2.1).  P((4yy U A,)|X = 3) = 229 bin-2)

Dando valores a n se tiene: para n=9 que

(n-1)(n-2)(n-3)+n(n-1)(n-2) _ 336+504 __ 840 _ 2
3.2.144.324+n(n—1)(n=2)  6+24+60+120+210+336+504 1260 3

Por lo que el nimero total de cajas es 10

Apartado (b)

Situando el punto A en el origen de coordenadas, A(0,0); el punto C sobre el eje de abscisas; y haciendo
a=longitud de las varillas, a=AB=BC, b=distancia del punto P a C, b=PC, O<b<a.

Llamando a al angulo que forma el semieje positivo de abscisas con la varilla AB; y a partir de los
triangulos ABM, CNM y CPN de la figura, que las coordenadas de P(X, y) vienen dadas por:
x = AN = acosa + (acosa — bcosa) = (2a — b) cosa

{ y = NP = bsena

valido para los cuatro cuadrantes, segun se sitle el punto variable C y el punto de articulacion B.

cosa =

despejando 2a=b alavando al cuadrado y sumando las dos ecuaciones se obtiene:
y
sena = —
b

* )\ 1 (2) ysimplificando: —%— + 22 = 1
) +(5) ysimp

2 2
cos“a + sen“a = (
2a-b b (2a-b)2 ~ b2

Que corresponde a la ecuacién de una elipse centrada en el origen de coordenadas y semiejes

2a-byb.
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Problema 2.

(@) En un establecimiento comercial, la salida diaria de cierto tipo de electrodomésticos viene
descrita por una variable aleatoria X con soporte Dy = {0,1, 2, 3, ..., n}. Se sabe que un 100a%
de los dias, a € [0, 1], no se vende ningun aparato, mientras que la probabilidad de vender un
numero fijo de ellos, es directamente proporcional a ese nimero.

n(n+1)(2n+1)

; Vn € N.
6

(a-1) [ 1 punto] Demuestre que se verifica Y, i? =

(a-2) [2,5 puntos] Calcule la ley de probabilidad asociada al fenédmeno aleatorio descrito:
funcién de masa de probabilidad y funcién de distribucion.

(@-3) [1,5 puntos] Si el vendedor observa que, por término medio, cada mes (30 dias) vende
1485 aparatos y el 90% de los dias tiene alguna venta, ;cuantos electrodomesticos puede
vender, como maximo, cada dia? ¢Cual es esa probabilidad?

(b) [5 puntos] Halle el volumen del s6lido generado al girar, alrededor del eje OX, la regién del
plano que resulta de la interseccion del interior de x? + y2 = 17 con el exterior de
x2+y?=17x

Resolucién:

Apartado (a).

n(n+1)(2n+1)

(a-1) Vamos a demostrar que: Y-, i% = .

; Vn € N por induccion.

1(141)(241)

Para n=1 se tiene que: 1% = por lo que es cierta la igualdad.

k(k+1)(2k+1)

S ; para n=k+1 se tiene:

Supongamos cierta la igualdad para n=ke N, Y, i% =

k(k+1)(2k+1) _ k(k+1D)(@2k+1)+6(k+1)2

Hliz=3Fk 2+ (k+1)? = + (k + 1)? -
(k+1D)[k(2k+1)+6(k+1)] (k+1)(2k%+7k+6) _ (kD) (k+2)(2k+3) _ (k+D)[(k+1)+1][2(k+1)+1]

6 - 6 6 6
verifica la identidad y por tanto la identidad es cierta Vn € N

por lo que se

(a-2) La funcién masa de probabilidad vendra dada por:

a six=0
k six=1

fFO)=P[X=x]=4{2k six=2 = {a six=0

kx six€e{12,..,n}
nk six=n
Con k la constante de proporcionalidad, a determinar.
Como: Yy ep, PIX =x] =1 conDy ={0,1,2,3,...,n}; setiene que

__2(1-a)

a+k+2k+-+nk=a+k(+2+.+n) = a+ k2=, =
2 n(n+1)
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Y la funcion masa de probabilidad sera:

( a six=20
2079 gix =1
nn+1)
4(1-a) _ a six=20
fG) =PlX =x] = ) SIX =2 = 1209 six € {1,2,..,n}
. nn+1) re
2n(1-a) .
\n(n+1) Stx=n
La funcidn de distribucion viene dada por:
( 0 six <0
a si0<x<1
,2-a i 1<x<2
¢ nn+1) Sti=x
6(1—a) o< x <3
nn+1) Ste=x
F =P[X <x] =« 12(1—a
() X < x] +—( ) si3<x<4
nn+1)
20(1—a) 4<x <8
nn+1) Sth=x
n(n + 15(1 —a)
= [ >
ka+ nn+ 1) 1 six=n

( 0 six <0
! a si0<x<1
F(x) = q+ VAW gy <k+lconl<k<n
n(n+1)
L 1 six=n

(a-3) De que el 90% tiene alguna venta se deduce que 1-a=0.9y a=0.1

0.1 six=0
f()=PIX =x] = { 18x
1) six € {1,2,...,n}

14-85
30

18x O 18x2 18 U,
[]=fo<x>—0+z R " 2 D A 2

1.8 n(n+1)(2n+1)
n(n+1) 6

Y el valor medio (esperanza) para las ventas diarias es: E[X] = = 49.5

Y del resultado del apartado (a-1) se tiene: E[X] = =032n+1) =495

1882 _ 18 _ 9

82(82+1) 83 415

Dedonde: n=82 y P(X=82)=
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Apartado (b):

Se trata de dos circunferencias: una x? + y? = 17, de centro en el origen de coordenadas y radio v'17
y laotra x? + y2 = 17x de centro en el punto (g O) y radio g

Las dos circunferencias se cortan en los puntos A(1,4) y B(1.-4).

—
S A=(1,4)
|
1 2 3 1 5 ] 7 8 8 10 " 12 13 14 15 16
/
(4. 4

~ _~

El volumen ped“ido sera el de la semiesfera obtenida por el giro del primer semicirculo, (la parte de
abscisas negativas) mas el volumen generado al girar alrededor del eje OX la superficie interior del
triangulo mixtilineo OCA de la figura adjunta,0(0,0), C(0,v17) y A(1,4) , formado por el segmento

OC, del eje de ordenadas, la cuerda de la primera circunferencia CA y la cuerda OA de la segunda
circunferencia.

El volumen generado al girar alrededor de eje de abscisas el recinto, limitado por la curva
representativa de la funcion y = f(x) y las ordenadas de los puntos extremos de abscisas x = x; y

X = x,, viene dado por V = nf;lz(f(x))zdx, (integracion por discos).
Para cuestion tratada se tiene:  y? = 17 — x2, yZ = 17x — x?

1 4 1 34nV17 1
V= 5 '§7T(\/17)3 + n.f [yZ —y2]ldx = — + nf [(17 — x?) — (17x — x?)]dx =
0 0
34w\ 17 1 34mV17 x? ! 34nv17 17w
_ —+7T](17—17x)dx=—+7r7x—— = + =
3 . 2|, " 3 2

_ 17m(4v17 + 3)

G unidades de volumen.
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Problema 3.

1+ 22! +-+nn!

(c) [ 4 puntos] Calcule el limite de la sucesion definida por: a,, = ey

DM+

= ——— € convergente.

(d) [6 puntos] Encuentre los valores de x para los cuales la serie Y.n—;

Resolucién:

Apartado (a)

Nota: Criterio de Stolz para el cociente de dos sucesiones:

Si las sucesiones{a,} y {b,,} verifican una de las dos condiciones siguientes:

i) {b,}es monotona creciente con lim b,, = +o

n—-oo

ii) {b,} es monotona decreciente con b,, # 0,vyn € Ny lim a, = lim b, =0
n—-oo n—-oo

Si existe lim 2272 finito o infinito, entonces lim 2 = |im 2ns1%n
n—oo bny1-bn n-oo by n-oo bpy1-bn
-/ 14221 4++nn! f . . . . -y
La sucesion a,, = ——— T =2 Cociente de dos sucesiones verifica la primera condicién del

(n+1)! Yn
criterio de Stolz, {y,,} es positiva, estrictamente creciente y no acotada, por lo que:

limx”“ — Xy lim [T+ 221 +-+nn+(+ D+ D]—-[1+ 22! +--+ nnl]
Vn+1 — Vn (n+2)!_(n+1)!
1 (n+1)(n+1)! .. _ . _q. 14221 +4nn!
= llm—(n+1)!(n+2_1) =lim1 = 1. porloque lim a, = lim D = 1
Apartado (b)

D" E+D™

Para la serie Y5 vamos ha estudiar su convergencia por el criterio del cociente:

3n n2
< 1,la serie converge (absolutamente)
. an+1 . .
lim > 1, la serie no converge (diverge)
" n = 1, caso dudoso, hay que estudiarlo
(x + 1)n+1
. I3 T (n+1)2 Conix 41 |x+1]
lim = lim =
n-oo (x+ 1" n-w 3(n + 1)? 3

3n pn2

|x + 1| < 3, la serie converge

Por lo que: { |x + 1| > 3, la serie diverge

_ : w (CDPE+D"
Para x = 2, la serie es X5, —5—

general tiende a cero y por tanto es convergente.

_ (G0l - - -
= Xn=1—3 » Una serie numérica alternada cuyo termino

Para x = —4, la serie es Z;’{;l% = Xn=1 (—1;n 51_23)

el exponente p, de la p-serie, mayor que 1.

1 .
= Z,‘f:l? serie convergente por ser
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. . . . . 1 P
Nota: La p-serie (0 serie de las p) es cualquiera de las series del tipo: Z;‘{;ln—p para p nimero

real positivo. La serie es convergente si p > 1y divergente en otro caso. Cuando p = 1, la serie es la
serie armoénica. Sip> 1, entonces la suma de la serie es {(p), es decir, lafuncion zeta de
Riemann evaluada en p.

Por lo que la serie, de este problema, converge Vx € [—4, 2]

Problema 4.

Paracadan € N nonuloy paracada a, b € C considere la matriz

1+a 1 0 0 0
/ a 1+a 1 0 0 \
1 0 a 1+a - 0 0 |
An(a) = | : : : 3 : | € Mnxn(«:)
\ 0 0 0 -+ 14a 1 /
0 0 0 a 1+a

Y el sistema de ecuaciones 4, (a) - X = (0,0, ..., b)" con X € M, (C).

(e) [ 1 punto] Calcule los siguientes determinantes: det(4,(a)), det(4,(a)), det(45(a)).
(f) [1 punto] Obtenga una relacion lineal entre los determinantes de A, (a), Ap+1(a) Y Apio(a).
(9) [3 puntos] Halle, segun los valores de a y n, una expresion para el determinante de A,,(a).

(h) [5 puntos] Estudie el sistema 4, (a) - X = (0,0, ..., b)* segln los valores de a, n, b.

Resolucion:

Apartado (a).

det(Al(a)) =1+4+a

det(4;(@)) = (1+a)? —a=1+a+a?

det(43(@)) = (1+a)®—-2a(l+a)=1+a+a’*+a’
Apartado (b).

Desarrollando el det(An+2(a)) por los elementos de la primera columna:

1 0 0 0
a 14+a - 0 0
det(An+2 (a)) =(1+a). det(An+1(a)) —adet : : :
0 0 -+ 14a 1

0 0 a 1+a


https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_real
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_real
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_zeta_de_Riemann
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_zeta_de_Riemann
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Desarrollando el ultimo determinante por los términos de la primera fila:

det(An+2 (a)) =(1+a). det(An+1(a)) —a.det (An(a))
Apartado (c). Por induccion vamos a demostrar que det(4,(a)) =1+ a+a?+a®+ - +a™
Para el caso de n=1, n=2 y n=3, se ha visto la certeza en el apartado (a)
Supongamos cierto hasta para: n =k + 1
det(Ay(@) =1+a+a?+a®+--+a*
det(Ags1(@)) =1+a+a%+a®+ -+ ak +akt?
Del apartado anterior se tiene:
det(Ags2(@)) = (1 + a).det(Ars1(a)) — a. det (A (a))=
=(1+a)(1+a+a?+a+-+ad*+a""VN-al+a+a?+a®+-+a)=

=1+a+a?+-+aktl 4 gkt?

Y por tanto la expresion es cierta Vn € N

Apartado (d). Sea el sistema A4,(a) X = (0,0,...,b)* se trata de un sistema cuadrado (tantas
ecuaciones como incagnitas).

Del apartado anterior tenemos que:  det(4,(a)) =1+ a+a?+a®+ -+ a"

Como det(4,(1)) =n+1%0,Va € C,vn €N; paraa # 1 se puede escribir:

_ (1+a+a?+a®+--+a")(1-a) _ 1-aq"*?
- 1-a T 1-a

det(4,(a)) , Para que det(4,(a)) =0 & 1—qa™*! =0,

2k .
a="V1=ent1, 1<k<n+1

21 .

Nota: Tomando k primo con n+1, en particular, k=1, las sucesivas potencias de a = "1 = en+1'
{a,a? a3, ..,a" a1 =1}, constituyen el conjunto de las raices n+1 de la unidad, y su suma es

2k,
cero. det|A4, (en+1) = 0.

Escribiendo: B = (0,0, ..., b)t

2km ., 2k,

1) Si a# en+1’, 1<k <n, entonces det<An (en_ﬂl)> #0 y el sistema es compatible

determinado Vb € C.

2km, 2k,
Rango <An (en_ﬂl>> =n =Rango (An (en_ﬂl) [B), (Matriz ampliada)
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2km, 2km 2km,
2) Sia= en+1', 1<k <mn,entonces det (An (en_+11>> =0, pero det <An_1 (en_+1‘>> #0ya
2kr o 2k
que en+1' no es una raiz n-ésima de 1. Rango | 4, (en+1 ) =n-1

2.1) Si b=0, el sistema es compatible e indeterminado (sistema homogéneo)

2.2) Si b # 0, Sustituyendo la ultima columna de A,(a) por la columna B de los términos
independientes se tiene:

i+a 1 0 . 0 0
a 1+a 1 . 0 0
2k .
dgec| O ¢ tre 0 Ol pder(a,, (enei)) # 0
0 0 0 - 1+a 0
0 0 0 .. a b

2k,

2k,
Y el sistema es incompatible: Rango (An (en_ﬂl)> =n-—1, Rango (An (en_ﬂl> [B) =n

Problema 5.

(@) [ 4 puntos] Un grupo de alumnos de 1° de la ESO va a visitar las instalaciones deportivas de
un equipo de baloncesto. Para dinamizar la visita, el club ha preparado una actividad para el
alumnado. Sobre la cancha han colocado cierto nimero de pelotas de baloncesto. Si cada pelota
dispuesta la toma un alumno distinto, quedaran n alumnos sin haber cogido ninguna pelota. Sin
embargo, si se montan equipos de n alumnos alrededor de cada pelota dispuesta, quedaran
libres n pelotas. ¢Cuéntas pelotas ha dispuesto el equipo de baloncesto para organizar la
actividad?

(b) Dada la funcion f(x) = ﬁ
(b.1) [4,5 puntos] Represéntela.
(b.2) [1,5 puntos] Calcule, segun el valor de a € R, el nimero de soluciones de la ecuacion
x—alnx=0

Resolucién:

Apartado (a). Notaremos con a="numero de alumnos”, y con p="numero de pelotas”

a=n+p

Del enunciado se tiene que { con a,p,n € N, Sistema de ecuaciones diofanticas.

a
~tn=p
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Sustituyendo se tiene % +n =p, dedonde, n+p+n?=np, n*+n=pn-—1)Iqueimplica

n?+n

quen # 1, despejandop: p = —

=n+2+ ﬁ,

por lo que n=2 0 n=3 en los demas casos p & N.

Para: n=2, p=6, a=8; Paraa n=3, p=6, a=9
En ambos casos el nimero de pelotas es 6.

Apartado (b).

(b.1) Estudio y representacion de la funcion: f(x) = ﬁ

Dominio de f = (0,1) U (1, +0), la funcién es continua y derivable en su dominio

Calculo los siguientes limites:

lim f(x) =0, lim f(x) = —eo, lim f(x) = +oo, lim f(x) = 22| = lim == +o,

X—+00 1/X

lim [ _ lim i=0,

x—+o0 X x—+oo0 Lx

De lo que se deduce:

Enx =1 La funcion tiene una discontinuidad asintotica de salto infinito.

La gréfica de la funcidn posee una asintota vertical (x=1) y no tiene asintota horizontal ni oblicua.
Sixe(01)=f(x)<0, xe(1,40)=>f(x) >0

La grafica de la funcion no corta a los ejes coordenados.

fl)= 22 ) =0ex=e,

(Inx)2"’

six€(0,1) f'(x) <0 lafunciéndecrece
six€(l,e) f'(x) <0 lafunciondecrece ,
six € (e,+) f'(x) >0 la funcion crece

La funcion tiene un minimo relativo en el punto A(e, €)

e = 2

2
ok la grafica tiene un punto de inflexion en el punto B (ez, e?)
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(b.2) En la funcién anterior f(x) = ﬁ haciendo f(x) = a, se obtiene la ecuacion x —alnx = 0,

Por lo que determinar el nimero de soluciones de esta ecuacion en funcion de los valores de “a”, es
determinar el nimero de intersecciones de la grafica de la funcién f(x) con la recta horizontal y = a.

sia <0, una solucién (*)
si0<a<e, cerosoluciones

sia=e, una solucion

sia>e, dos soluciones

(*) Para a=0 la ecuacion queda de la forma x=0 que tiene solucion si bien la funcidn no esta definida
para x=0

Problema 6.

[10 puntos] En un triangulo AABC, la bisectriz interior del angulo £BAC, corta al lado BC en el punto
D. Sea la circunferencia I', que pasa por el punto Ay es tangente a BC en el punto D. Si M es el otro
punto de interseccion de T' con el lado AC y la recta BM corta a la circunferencia I' en el punto P,
demuestre que AP es una mediana del triangulo AABD.

Resolucién:

Sea AABC el tridangulo de la figura; para dibujar la circunferencia se traza primero la bisectriz interior
del angulo 2BAC, determinando el punto D; a continuacion, se traza la perpendicular a lado BC en el
punto D y la mediatriz del segmento AD. El punto de corte, E, de ambas rectas es el centro de la
circunferencia I

Sea Q el punto de interseccion de la recta AP con el lado BC, se trata de demostrar que Q es el punto
medio del segmento BD.

Sea N el otro punto de interseccion de I" con el lado AB.

Como AD es la bisectriz del angulo 2BAC, los angulos £BAD y «DAC son iguales.
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Y se tiene: 2BAD = «NAD = 24DAC = £DAM

Y los arcos de circunferencia ND y DM son iguales por ser los arcos que abarcan, en la circunferencia
I', los &ngulos inscritos ZNAD = «DAM, (La medida en radianes de un angulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad de la medida en radianes de arco que abarcan sus lados). Como
consecuencia el segmento MN es paralelo a lado BC y su mediatriz pasa por el punto D.

En los tridngulos AABQ y APBQ se verifica que:

1) Losangulos 2BQP = 4BQA por ser coincidentes.
2) EIl angulo 2PBQ es exterior a la circunferencia I', (su medida en radianes es igual a la
semidiferencia de las medidas en radianes de los arcos que abarcan sus lados):
DM —-PD ND-PD NP
LPB? = > = > = 7
NP

El &ngulo: ZBAQ = £NAP = — por ser inscrito en la circunferencia, y, por tanto:

LPBQ = £BAQ

Y por tanto los triangulos AABQ y ABPQ son semejantes y sus lados proporcionales:

N M
P
B Q D c
BQ AQ 4B . . S —
% = % = %, de las dos primeras se tiene que: BQ? = QP.AQ

Por otro lado, la potencia del punto Q respecto a la circunferencia viene dada por:

Pot(Q,T) = QP.QA = QD?

Porloque: BQ? = QP.AQ = QD?, dedonde: BQ = QD. c.q.d.



